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1) 

a) �������� � 2� � 2	 
 �           �
������ � 4� � 	 � �          �������� � 3� 
 3� 

 i. �
������ � �������� 
 �
������ � 2� 
 	 � 2� 

�������� � �������� 
 �������� � � 
 2	 
 2� 

��������. �
������ � �2� � 2	 
 ��. �2� 
 	 � 2��                � �2 � 2� 
 ��2 � 1�  
 �1 � �2� � 0 

��������. �������� � �2� � 2	 
 ��. �� 
 2	 
 2��                � �2 � 1� 
 ��2 � 2�  
 �1 � 2� � 0 

�
 �������and �������� both perpendicular to �������� 

 

ii. �
������. �������� � ��
������� ���������� cos � 

Where � is the angle between �
������ and �������� 

�4� � 	 � ��. �3� 
 3�� � √18. √18 cos � ;    ��
������� � ���������� � √18 12 � 0 � 3 � 18 cos � 

cos � � 12 

� � 60  

iii. 
!
" � ��
������ � 
�������� � area of the triangle �
� 

��
������ � 
�������� � #� 	 �2 1 �21 2 2 # � |6� � 6	 
 3�| � √81 � 9 

Area of the triangle �
� � !
" � 9 square units 

b)  
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 Given that ��
� is a tetrahedron and �� perpendicular to 
� and �� perpendicular 

to �
. 

To prove: - �
 perpendicular to �� 

Proof:- Let the position vectors of �, 
, � are ', (, ) respectively with respect to � 

�������� � ', �
������ � (, �������� � ), �������� � ) � ', �
������ � ( � ', 
������� � ) � ( 

 �� perpendicular to 
� 

��������. 
������� � 0 '. �) � (� � 0 '. ) � '. ( � 0 � � � �1� 
 �� perpendicular to �
 ��������. �
������ � 0 ). �( � '� � 0 ). ( � ). ' � 0 � � � �2� 

�1� 
 �2� 

 ). ( � '. ( � 0         since '. ) � ). ' (. �) � '� � 0 �
������. �������� � 0 ∴ �
 perpendicular to �� 

c) Let  �������� � �3� 
 2	 � 4� �
������ � �6� � 3	 � � �������� � �5� � 7	 � 3� �-������� � �2� � 2	 � 6� 

 �
������ � �������� 
 �
������ � ���3� 
 2	 � 4�� 
 ��6� � 3	 � 1�� � �3� � 5	 
 3� �������� � �������� 
 �������� � ���3� 
 2	 � 4�� 
 ��5� � 7	 � 3�� � �2� � 9	 
 � �-������ � �������� 
 �-������� � ���3� 
 2	 � 4�� 
 ��2� � 2	 � 6�� �   � � 4	 � 2� 

 

�
������ � �������� � # � 	 ��3 �5 3�2 �9 1# 
                  � ��5 
 27�� 
 ��6 
 3�	 
 �27 � 10��                   � 22� � 3	 
 17� �
������ � ��������. �-������ � �22� � 3	 
 17���. � 4/ � 20�                           � 22 
 12 � 34                           � 0 
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or 

�
������ � ��������. �-������ � #�3 �5 3�2 �9 11 �4 �2# � 0 

Hence the given four points are coplanar. 

 

Alternative method 

 

If  �, 
, �, - are coplanar 

then �
 // �- or �
 and �- are intersect 

 

If �
// �-; 

then �
������ � 2�-������                                                                      �
������ � �3� � 5	 
 3�                                                                      �-������ � �������� 
 �-�������                                                                             � ���5� � 7	 � 3�� 
 ��2� � 2	 � 6��                                                                             � 3� 
 5	 � 3� ∴ �
 � -� ∴ �
//-� 

 ∴ �, 
, �, - are coplanar. 

 

2.  

a) ' 
 ( 
 ) � 0 � � � �1� 

 �1� � '                 �' 
 ( 
 )� � ' � 3 � '                     ' � ' 
 ( � ' 
 ) � ' � 3                                     ( � ' 
 ) � ' � 3                                                     ) � ' � �( � '                                                     ) � ' �    ' � ( � � � �2� �1� � (                 �' 
 ( 
 )� � ( � 3 � (                     ' � ( 
 ( � ( 
 ) � ( � 3                                     ' � ( 
 ) � ( � 3                                                     ' � ( � �) � (                                                     ' � ( �    ( � ) � � � �3� 

 

From �2� and �3�       ' � ( � ( � ) � ) � ' 

 

b)  ' � �( � )� � �'. )�( � �'. (�) � � � �1� ( � �) � '� � �(. '�) � �(. )�' � � � �2� ) � �' � (� � �). (�' � �). '�( � � � �3�  
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�1� 
 �2� 
 �3� ' � �( � )� 
 ( � �) � '� 
 ) � �' � (�� �'. )�( � �'. (�) 
 �(. '�) � �(. )�' 
 �). (�' � �). '�(                            � 3 

 

c) ' 
 ( 
 ) � 3 � � � �1� |'| � 5,        |(| � 7,             |)| � 3 

 �1�. ' �' 
 ( 
 )�. ' � 3. ' '. ' 
 (. ' 
 ). ' � 0 

 

 |'|" 
 |(||'| cos � 
 |)||'| cos 4  � 0  

 

where � is the angle between ' and ( 
where 4 is the angle between ' and ) |'| 5 0  

 |'| 
 |(| cos � 
 |)| cos 4  � 0  

 5 
 7 cos � 
 3 cos 4  � 0 � � � �2�  

 �1�. ( �' 
 ( 
 )�. ( � 3. ( '. ( 
 (. ( 
 ). ( � 0 

 

 |'||(| cos � 
 |(|" 
 |)||(| cos 6  � 0  

 

where � is the angle between ' and ( 
where 6 is the angle between ( and ) |(| 5 0  

 |'| cos � 
 |(| 
 |)| cos 6  � 0  

 5 cos � 
 7 
 3 cos 6  � 0 � � � �3�  

 �1�. ) �' 
 ( 
 )�. ) � 3. ) '. ) 
 (. ) 
 ). ) � 0 

 

 |'||)| cos 4 
 |(||)| cos 6 
 |)|"  � 0  

 |)| 5 0  
 |'| cos 4 
 |(| cos 6 
 |)|  � 0  
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 5 cos 4 
 7 cos 6 
 3 � 0 � � � �4�  �3� � 7 � �4� � 3 35 cos � � 15 cos 4 
 49 � 9 � 0 35 cos � � 15 cos 4 
 40 � 0 

 7 cos � � 3 cos 4 
 8 � 0 � � � �5�  �2� � �5� 6 cos 4 
 5 � 8 � 0 cos 4 � 12 ∴ 4 � 60  

Angle between ) and ' is 60  

 

d)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 �-������� � 7(    �������� � 2' �8������ � 9�
������ �������� 
 �8������ � 9:�������� 
 �
������; �8������ � 9��' 
 (� 
 ' �8������ � �1 � 9�' 
 9( � � � �1� �8�
 � 9            0 < 9 < 1  
Since �������� � 2' and �-������� � 7(     ∴ �8������ � �1 � =�2' 
 =7( � � � �2� 

From �1� & �2�  �1 � 9� � �1 � =�2 � � � �3� 9 � =7 � � � �4� �1 � =7� � �1 � =�2 =�2 � 7� � �2 � 1� = � �2 � 1��2 � 7� 

� 


 8 ( 

> 

- 

� � ' 
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∴ from �2�                 �8������ � ?1 � �2 � 1��2 � 7�@ 2' 
 �2 � 1��2 � 7� 7( 

  �2 � 7��8������ � :�2 � 7� � �2 � 1�;2' 
 �2 � 1�7(   �2 � 7��8������ � �1 � 7�2' 
 �2 � 1�7(       �7 � 2�A � �7 � 1�2' 
 �1 � 2�7( 

Where �8������ � A 

We have from �4� 9 � =7 � 7 �2 � 1��2 � 7� 

i. If 8 is the midpoint of �
   9 � 12 

9 � 12 � 7 �2 � 1��2 � 7� 

 2 � 7 � 272 � 27 

 2 
 7 � 272 12 
 17 � 2 

ii. If 8 is the midpoint of �- then 

= � 12 � �2 � 1��2 � 7� 2 � 7 � 22 � 2 2 
 7 � 2 

iii. Let 
BCBD � 9′ and 

ECEF � =′ 
From �1� �>������ � �1 � 9′�2' 
 9′( � � � �5� 

 From �2�  �>������ � �1 � =′�' 
 =′7( � � � �6� 

From �5� and �6�    �1 � 9′�2 � 1 � =′                    9′ � =′7 �1 � =′7�2 � 1 � =′           2 � 1 � =′�27 � 1�                  =′ � 2 � 127 � 1 

From �6�  �>������ � G1 � 2 � 127 � 1H ' 
 G 2 � 127 � 1H 7( �27 � 1��>������ � �27 � 2�' 
 �2 � 1�7( 
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�27 � 1��>������ � 2�7 � 1�' 
 7�2 � 1�( �27 � 1�I � 2�7 � 1�' 
 7�2 � 1�( 

 

If 27 5 1 the point > does not exist. 

 

3.  

a) J�2� � 2" � 22 
 2 

� � K�1 �51 3 L 

�" � �. � � K�1 �51 3 L K�1 �51 3 L � K�4 �102 4 L 

J��� � �" � 2� 
 2M 

          � K�4 �102 4 L � 2 K�1 �51 3 L 
 2 K1 00 1L 

                       � K0 00 0L 

∴ J��� � �" � 2� 
 2M � 0 

J�1 
 .� � �1 
 .�" � 2�1 
 .� 
 2 

                 � 1 
 2. � 1 � 2 � 2. 
 2 

                 � 0 

∴ J�1 
 .� � 0 

�1 
 .�N � 1N 
 6. � 15 � 20. 
 15 
 6. � 1 

�1 
 .�N � �8. 
2N � J�2�O�2� 
 92 
 = 

When 2 � �1 
 .� 

�1 
 .�N � J�1 
 .�O�1 
 .� 
 9�1 
 .� 
 = 

        �8. � 9. 
 9 
 = 

9 � �8       9 
 = � 0 

                     = � 8  

2N � J�2�O�2� � 82 
 8 

When  2 � � 

�N � J���O��� � 8� 
 8M 
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�N � 0 � 8� 
 8M                          J��� � 0 

      � 0 � 8 K�1 �51 3 L 
 8 K1 00 1L 

     � K16 40�8 16L 

�N � 8 K 2 5�1 2L 

b)        P 
 Q 
 R � 6 

     P � Q 
 2R � 5 
     3P 
 Q 
 R � 8 
2P � 2Q 
 3R � 7 

S 11 1�1 12�3 1 12 �2 3T UPQRV � S6587T 
∴ � � S 11 1�1 12�3 1 12 �2 3T        W � UPQRV        
 � S6587T 

∴ �W � 
 

�, X � Y 11 1�1 1 62 5�3 1 1 82 �2 3 7Z [" → [" � [![] → [] � 3[!��������������������������������[^ → [^ � 2[! Y10 1�2 1    61 �10 �2 �2 �100 �4 1 �5 Z 

                                                                                        ↓ [] → [] � ["[^ → [^ � 2[" 

                                                                     

                 S10 1�2 1 61 �10 0 �1 �30 0 �1 �3T    [] → [] 3`a���������������������� S10 1�2 1 61 �10 0 �3 �90 0 �1 �3T 

                 ↓ [^ → [^ � [] 

                S10 1�2 1  6   1 �10 0 �1 �30 0 0   0 T 

�, X � S10 1�2 1  6   1 �10 0 �1 �30 0 0   0 T 

∴ We can say that Rank b�, Xc � 3, Rank b�c=3 
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We can rearrange the above  

       P 
 Q 
 R � 6 

     �2Q 
 R � �1 
               �R � �3 ∴ by using backward substitutions 

            R � 3 

               Q � 2 
               P � 1 

c).      P � 4Q 
 5R � 8 

     3P 
 7Q � R � 3 

P 
 15Q � 11R � 14 

d1 �4 53 7 �11 15 �11e UPQRV � d 8314e 

�W � 
      ; � � d1 �4 53 7 �11 15 �11e 

 det � � 1��77 
 15� 
 4��33 
 1� 
 5�45 � 7� 

           � �62 � 128 
 190 � 0 
det � � 0     f1 �43 7 f 5 0 

∴ Rank � � 2 

�, X � d1 �4 5 83 7 �1 31 15 �11 14e 

We have #�4 5 87 �1 315 �11 14# � �4��14 
 33� � 5�98 � 45� 
 8��77 
 15� 5 0 

∴ Rank ��, X� � 3 

∴ Rank ��, X� gRank � 

∴  The equation are inconsistent and that there exists no solutions 
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4. 

a)    P 
 2Q � 3R � 4h � 6 

     P 
 3Q 
 R � 2h � 4 
2P 
 5Q � 2R � 5h � 10 

d1 2 �3 �41 3 1 �22 5 �2 �5e SPQRhT � d 6410e 

� � d1 2 �3 �41 3 1 �22 5 �2 �5e 

�, X � d1 2 �3 �4 61 3  1 �2 42 5 �2 �5 10e [" → [" � [![] → [] � 2[!�������������������������������� d1 2 �3 �4   60 1     4    2 �20 1   4    3 �2 e 

                                                                                                   ↓ [! → [! � 2["[] → [] � ["  
d1 0 �11    0   10`0 1    4    0 �20 0  0    1 0 e    [! → [! � 2["[" → [" � 2[]a�������������������������������     d1 0 �11 �8   10`0 1     4    2 �20 0   0    1 0 e 

 ∴We can say that Rank ��, X� � 3 

                                  Rank � � 3 

The equations are consistent. 

 ∴We have  

P � 11R � 10 

   Q 
 4R � �2 
             h � 0 

∴ P � 10 
 11R 

 Q � ��2 
 4R�  

             h � 0 

thus the infinite number of solutions.                              R is arbitrary. 

b)     P! 
 3P" � 2P] � 0 

     2P! � P" 
 4P] � 0 

P! � 11P" 
 14P] � 0 
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∴ d1 3 �22 �1 41 �11 14e dP!P"P]e � d000e 

� � d1 3 �22 �1 41 �11 14e 

det � � 1��14 
 44� 
 3�4 � 28� � 2��22 
 1� 

           � 30 � 72 
 42 

           � 0 

det � � 0 

∴ rank � � 2            rank � < number of unknowns 
∴ the given system will have an infinite number of solutions. 

� � d1 3 �22 �1 41 �11 14e [" → [" � 2[![] → [] � [!�����������������������������    d1 3 �20 �7 81 �14 16e [] → [] � 2["��������������������������������   d1 3 �20 �7 80 0 0 e  
The equivalent system 

    P! 
 3P" � 2P] � 0 

           �7P" 
 8P] � 0 

 ∴    P" � 87 P] 

P! � 2P] � 247 P] � � 107 P] 

P! � � 107 P]                    P" � 87 P]       
Where P] is arbitrary. 

d. #j" 1 � j" 1 
 j]X" 1 � X" 1 
 X]P" 1 � P" 1 
 P]# �" → �! 
 �"���������������������������� #j" 1 1 
 j]X" 1 1 
 X]P" 1 1 
 P]# �] → �] � �"���������������������������� #j" 1 j]X" 1 X]P" 1 P]# 
                                                                                                                                     ↓ [! → [! � [][" → [" � [] 

                 �j � P��X � P� #j 
 P 0 j" 
 jP 
 P"X 
 P 0 X" 
 XP 
 P"P" 1 P] #                               a�����������������������  #j" � P" 0 j] � P]X" � P" 0 X] � P]P" 1 P] # 
                                                 ↓ [! → [! � [" 

�j � P��X � P� #j � X 0 �j" � X"� 
 �j � X�PX 
 P 0 X" 
 XP 
 P"P" 1 P] # 
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                                                 ↓ 

�j � P��X � P��j � X� # 1 0 j 
 X 
 PX 
 P 0 X" 
 XP 
 P"P" 1 P] # 
                                                   ↓ 

1X �j � P��X � P��j � X� # X 0 j 
 X 
 PX" 
 XP 0 X" 
 XP 
 P"P" 1 P] # 
� �j � P��X � P��j � X�b��X" 
 XP 
 P"� 
 �j 
 X 
 P� 
 �X 
 P�c 
� �j � P��X � P��j � X�b�X" � XP � P" 
 jX 
 X" 
 XP 
 
jP 
 XP 
 P"c 
� �j � P��X � P��j � X�bjX 
 jP 
 XPc 
� �j � P��X � P��j � X�b�j 
 X�P 
 jXc 
P � j,   P � X, P � �jXj 
 X 

When j � �X     j 
 X � 0   ∆� jX�j � P��X � P��j � X� 

 ∴ 2lm degree. 

 

 

 

 

 

 

 
 


